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12 I Liczby i dziatania

LICZBY CALKOWITE

/Zbiér liczb catkowitych - oznaczamy litera C - tworza liczby naturalne i liczby do nich prze-
ciwne.

\_ C={u-4-3,-2,-1,0,1,2, 3,4, ..}

AN

/Zbi()r liczb catkowitych mozemy podzieli¢ na zbidr liczb catkowitych dodatnich C, oraz
zbi6r liczb catkowitych ujemnych C_

C={1,2345 6.}
K C =1{-1,-2,-3,-4,-5 -6, ..}

J
C Zero nie jest ani liczba wjemna, ani liczba dodatnia. )

W zbiorze liczb calkowitych wykonalne sa dzialania dodawania, odejmowania i mnozenia.
Oznacza to, ze suma, roznica 1 iloczyn dwoéch liczb catkowitych jest liczba catkowita.

Liczby catkowite mozemy przedstawi¢ na osi liczbowej, pamigtajac o tym, ze liczby przeciwne leza po
przeciwnych stronach od zera w tej samej odlegto$ci.

-2 -1 0 1 2
Gdy a oznacza pewng liczbe, to liczbg przeciwna do niej jest liczba —a, np. liczbg przeciwna do 2
jest liczba (—2), a liczba przeciwng do (=5) jest liczba —(-5) = 5.

Aby oméwi¢ dziatania w zbiorze liczb catkowitych, nalezy przypomnieé pojecie wartoéci bezwzglednej.
Wartoscia bezwzgledna liczby x - ozn. |x| - nazywamy odlegloé¢ tej liczby od zera na osi licz-
bowej. { x, dla x>0

Definicja symboliczna: ‘x‘ =

—x, dla x<0
CWartoéc’ bezwzgledna dowolnej liczby jest zawsze liczba dodatnia. )
PRZYKLADY
=3 “o]=o0
o |-13]=13 o |-1,25=1,25
‘_E‘ _2
5| 5

DZIALANIA W ZBIORZE LICZB CALKOWITYCH

DODAWANIE

Aby doda¢ dwie liczby catkowite o tych samych znakach, dodajemy ich wartosci bezwzgledne,
a do wyniku dopisujemy taki znak, jaki maja te liczby.
Aby doda¢ dwie liczby catkowite o réznych znakach, od wigkszej wartosci bezwzglednej liczby odej-
mujemy mniejsza, a do wyniku dopisujemy taki znak, jaki ma liczba o wigkszej wartoéci bezwzgled-
nej.
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PRZYKLADY
_ 22| =22, |-5| =5 do wyniku dopisujemy znak
—22+(=5) =27 !
(-5) (-), gdyz obie liczby s3 ujemne.
|-12] = 12, [30] = 30 zatem 30 — 12 = 18,
-12+30=18 w wyniku otrzymujemy liczbe dodatnia, gdyz 30
<12.
56422 =34 |=56| = 56, |22| = 22 zatem 56 — 22 = 34, do
wyniku dopisujemy znak (=), gdyz 56 > 22
—12+(-32)+ 25+ (-18) = Korzystamy z przemienno$ci dodawania i doda-
=-12+(-32)+(-18)+ 25 = jemy najpierw liczby ujemne.
=—62+25=-37 |-62] =62, |25| = 25
zatem 62 — 25 = 37
do wyniku dopisujemy znak (-), gdyz 62 > 25.
ODEJMOWANIE

Przy odejmowaniu liczb catkowitych pamigtaj, aby zamieni¢ je na dodawanie liczby przeciwnej,
a nastepnie postepyj jak w dodawaniu.

PRZYKLADY
a) _pp_ (-5) = Liczba przeciwng do (=5) jest 5. -
—(-22)+5=-17 (|_—f2g|dy=z 2222, >|55|. =5, do wyniku dopisujemy znak
b) —12-30= Liczbg przeciwna do 30 jest (-30).

|-12] =12, |-30] = 30
zatem 30 + 12 = 42, do wyniku dopisujemy znak
(-), gdyz obie liczby s3 ujemne.

=(~12) +(-30) = —42

c) —16+14—5= Zamieniamy odejmowanie na dodawanie liczby
przeciwnej.
=-16+14+(-5) = Dodajemy liczby ujemne, pamigtajac o zasadzie
=-21+14= podanej wczesniej.
-7 Dodajemy liczby o przeciwnych znakach, czyli

21 — 14 = 7 i do wyniku dodajemy znak (-), gdyz
wigksza warto$¢ bezwzgledna ma liczba ujemna.

MNOZENIE

Jezeli mnozymy dwie liczby calkowite o jednakowych znakach, to wynik jest dodatni. Jezeli
mnozymy dwie liczby calkowite o réznych znakach, to wynik jest ujemny.
Jezeli w iloczynie wystepuje parzysta liczba znakéw (=), to wynik jest dodatni, jezeli liczba znakéw (-)
jest nieparzysta, to wynik jest ujemny.

PRZYKLADY
a) -22-(-5)= Mnozymy dwie liczby o jednakowych znakach,
=110 zatem wynik dodatni.
b) -12-6= Mnozymy dwie liczby o réznych znakach, wigc do

=-72 wyniku dopisujemy znak (-).
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SPRAWDZENIE:
L=-4-3-4- 2)2 =—4-(12- 2)2 = Aby sprawdzié, czy liczba 4 spetnia réwnanie, pod-
= _4-10% = —4-100 = —400 stawiamy ja w miejsce niewiadomej do wyjsciowego

réwnania.

P=(12-6-4)-(12+6-4) +8-4 =
=(12-24)-(12+24)+32=-12-36+32 =

=432+ 32 = —400
L=P

b) (x+1) +(5-x) =5(x~3)" +5 cangpre opcsmy s
ROZWIAZANIE:

(4x” +4x + 1)+ (25— 10x + x*) = 5(x> = 6x +9) + 5

4x* +4x +1+25-10x + x°=5x" —=30x +45+5 Redukujemy wyrazy podobne:

5x* —6x +26 =5x> —30x+50 / —5x°
—6x+26=-30x+50
24x =24 /:24
x=1
SPRAWDZENIE:
L=(2-1+1)+(5-1)"=3"+4"=9+16=25 Aby sprawdzi¢, czy liczba 1 spetnia réwnanie, pod-

P=5-(1- 3)2 +5=5. (_2)2 +5=5-4+5=20+5=25 stawiamy ja w miejsce niewiadomej do wyjsciowego
L=p réwnania.

Przenosimy niewiadome na lews, a wiadome (liczby)
na prawa strong 1 redukujemy wyrazy podobne.

NIERGWNOSCI LINIOWE Z JEDNA NIEWIADOMA

Nieréwnosciq nazywamy dwa wyrazenia polaczone znakiem <, >, <, >, w ktdrych wystepuje
jedna lub wiecej niewiadomych, np.:
Nier6wnos¢ z jedna niewiadomag: 3x < x +2; —5x° > x — 2x°
Nieréwno$¢ z dwiema niewiadomymi: 5x > 2y —1,4; 3x— y° +2<0

Jezeli w nieréwnosci wystepuje znak <, >, to méwimy o nieréwnosci ostrej, jezeli wystepuje znak
<, 2, to méwimy o nieroéwnosci nieostrej.

Nierownosci pierwszego stopnia z jedng niewiadomqg

Nieréwnosciq pierwszego stopnia z jedng niewiadomq lub nieréwnosciq liniowgq
z jedng niewiadomgq nazywamy nieréwno$¢, w ktdrej wystepuje tylko jedna niewiadoma i jest ona
w pierwszej potedze, np.:

3x>x+7; 9x—72<8(x+13); —5(2x—-1)=x—4(x—3)

Rozwigzaniem nieré6wnosci pierwszego stopnia z jedna niewiadoma jest kazda liczba, ktora
spelnia te nieréwno$¢ (czyli po podstawieniu w miejsce niewiadomej daje nieréwnos¢ prawdziwg).

PRZYKLADY

Sprawdz, ktéra z podanych liczb 3, -2, —4,l jest rozwigzaniem nieréwnosci
9x — (4x + 9) 2-19 2
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dlax=3
9-3-(4-3+9)2-19 Podstawiamy w miejsce niewiadomej liczbe 3 1 otrzy-
27-(12+9) >-19 mujemy nastepujgca nieréwnosé:
27-212>2-19
6 >-19
Zatem liczba 3 jest rozwigzaniem tej nieréwnoscl.
dlax=-2
9:-(-2)—(4-(=2)+9) =19 Podstawiamy w miejsce niewiadomej liczbe —2 1 otrzy-
-18 — (-8 +9) >-19 mujemy nastepujaca nieré6wnosé:
-18-1>-19
-19 >-19
Zatem liczba (-2) jest rozwigzaniem tej nieréwnosci.
dlax=-+4
9-(-4)-(4-(-4+9)2-19 Podstawiamy w miejsce niewiadomej liczbe —4
-36—(-16+9) = -19 1 otrzymujemy nastgpujaca nieréwnosé:
-36—(-7) > -19
-36+72>2-19
29 >-19
Zatem liczba (—4) nie jest rozwiazaniem tej nieréwnosci.
1
dlax=—
2
1 1 . .. . .
9-——14-—+9[>2-19 Podstawiamy w miejsce niewiadomej liczbe 0,5
2 1 otrzymujemy nastepujacg nieréwnosc:
4,5-(2+9) 2-19
4,5-11>-19
-6,5 >-19

Zatem liczba 0,5 jest rozwigzaniem tej nieréwnosci.

Nieréwnosci majace ten sam zbidr rozwigzan nazywamy nieréwno$ciami réwnowaznymi, np.:
x>1; 4x—-4>0; 2(3x+1)>-2(x-5); —2x+3<1

Aby rozwigza¢ nieréwnosé, przeksztalcamy ja w coraz prostsze nieréwnosci rébwnowazne. W tym

celu stosujemy nastepujace twierdzenia:

I. Jesli do obu stron nieréwnoséci dodamy lub odejmiemy to samo wyrazenie - to otrzymamy

nier6wno$¢ réwnowazng danej.

IL. Jesli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te sama liczbe dodatnia - to
otrzymamy nieréwno$¢ rownowazna dane;.

III Jesli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te sama liczbe ujemna
i zmienimy znak nieréwnos$ci na przeciwny - to otrzymamy nieréwnos$¢ réwnowazna danej.

IV. Jesli jedna lub obydwie strony nierownosci przeksztalcimy, stosujac znane prawa dzialan
(np. redukcja wyrazéw podobnych, usunigcie nawiaséw) - to otrzymamy nieréwno$¢ réwnowazna dane;.

PRZYKLADY

Jesli do obu stron nieréwnosci 2x + 11 > 5 dodamy liczbe 3, to otrzymamy nieréwno$¢ réwnowazna
postaci 2x + 14 > 8.
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a+d+ Ly =180" Katy a, 8 1y to katy wewnetrzne trojkata, zatem
70° + & + 60° = 180° suma ich miar wynosi 180°.

8+130°=180" /-130°
5 =50°
Szukane miary katéw to: o = 70°, B =70°, y =120°, 6 = 50°.

TROJKATY I ICH WEASNOSCI

C Tréjkqtem nazywamy wielokat o trzech bokach, trzech katach 1 trzech wierzchotkach. )

C

Punkty A, B, C - wierzchotki trojkata.
Odcinki 4B, BC, AC (a, b, c) - boki trojkata.
Katy a, B, v - katy wewnetrzne trojkata.

A ¢ B
Aby obliczy¢ obwod trojkata (L), nalezy zsumowal dtugoséci bokdw tego trojkata.
L=a+b+c
Dlugos¢ kazdego boku jest liczba dodatnia.

Podziatl trojkgtow
1) ZE WZGLEDU NA BOKI
>
H
8 a b
2 a+b+c
&
2
c
>
c
E b b b - ramie tréjkata
E a - podstawa tréjkata
5
§ Katy przy podstawie maja réwne miary.
= o o
a
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o =60
a
2) ZE WZGLEDU NA KATY
a <90°
B <90
Y <90°
a
b c o+ ﬁ =90°
a, b - przyprostokatne
. B ¢ - przeciwprostokatna
a
o <90°
B < 90°
90° <y <180°
Y B
Suma miar katéw wewnetrznych w tréjkacie wynosi 180°.
a+p+y=180°
o B

W tréjkacie suma dlugosci dwoch dowolnych bokéw jest wieksza od dlugosci boku trzeciego.

nieréwno$¢ trojkata
a+b>c
b+c>a

a+c>h




GRANIASTOSLUPY

Graniastostupem nazywamy wielo$cian, ktorego dwie $ciany zwane podstawami sa wielokatami
przystajacymi lezacymi w dwoch réznych réwnoleglych plaszczyznach, a $ciany boczne sa réwnole-

globokami.

Graniastostupem prostym nazywamy taki graniastostup, w ktérym wszystkie krawedzie boczne
sa prostopadte do obu podstaw.
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Graniastostupem prawidtowym nazywamy graniastostup prosty, ktérego podstawy sa wielo-
katami foremnymi.

Szkicujac bryte, pamigtaj, aby odcinki réownolegte w rzeczywistosci byly réwnolegle na rysunku,
a odcinki réwnej dtugoséci w rzeczywisto$ci mialy réwna dtugos$¢ na rysunku. Pamietaj, aby odcinki wazne
nie pokrywaly sie na twoich rysunkach.

W nazwie graniastostupa zawarta jest informacja o tym, jaki wielokat wystepuje w podstawie, np.:
e graniastostup tréjkatny - w podstawie jest tréjkat

e graniastoslup czworokatny - w podstawie jest czworokat

* graniastoslup szesciokatny - w podstawie jest szesciokat

W graniastostupie wyrézniamy krawedzie, wierzcholki, $ciany boczne i dwie podstawy.

wierzchotki
.
Vi

podstawa

—_
| 4ciany boczne

/

podstava —|_ ///////, _

K\i

krawedz

Jezeli graniastostup ma w podstawie wielokat o z-katach, to:

e liczba $cian wynosi: 7z + 2

¢ liczba wierzchotkéw wynosi: 27

e liczba krawedzi wynosi: 37
PRZYKLADY

Graniastostup pieciokqtny Graniastostup stukqtny

w podstawie: pieciokat w podstawie: wielokat o stu katach
liczba $cian: 7 liczba $cian: 102
liczba wierzchotkow: 10 liczba wierzchotkéw: 200
liczba krawedzi: 15 liczba krawedzi: 300

4 Wysokosciq graniastostupa nazywamy odcinek prostopadly do obu podstaw, ktérego konice N
nalezg do plaszczyzny podstaw.

W graniastostupie prostym wysokoscia jest krawedz boczna tego graniastostupa.

Przekqtng graniastostupa nazywamy kazdy odcinek, ktéry faczy wierzchotki obu podstaw niena-
\_ lezace do tej samej $ciany graniastostupa. /




WYBRANE ZADANIA
Z EGZAMINOW
GIMNAZJALNYCH

Akwarium, w ktérym Marek hoduje rybki, ma wymiary 5 dm, 8 dm, 6 dm. Marek wlewa
do niego wode przeplywajaca przez kran z szybkoscia 8 dm® na minute. Do jakiej wysokosci
woda w akwarium bedzie siega¢ po 10 minutach? Zapisz obliczenia.

DANE: SZUKANE:
a=>5dm H - wysoko$¢, do jakiej bedzie siggad
b =28 dm woda po 10 minutach
c=6dm
woda przeptywa z szybkoécia: 8 dm® / 1 min
RozwiAZANIE:
g 6 dm
) I
/// 5 dm
8 dm
1 min — 8 dm?

10 min — 80 dm’

Po 10 minutach w akwarium bedzie 80 dm?® wody.
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V,=a-b-H,
80=5-8-H,
80=40-H, /:40
H, =2[dm]

Obliczamy, ile dm® wody bedzie w akwarium po
10 minutach.

Objetos¢ prostopadioécianu: V =a-b-H
Wprowadzamy oznaczenia:

V. - objetos¢ akwarium w czgéci wypelnionej
woda

H_ - wysokos¢ wody po 10 minutach

V =80 dm’

w

OprowiepZ: Po 10 minutach woda w akwarium bedzie siega¢ do wysokosci 2 dm.

ZADANIE 2 (MAJ 2002)

Marcin przebywa autobusem % drogi do jeziora, a pozostala czes¢ piechota. Oblicz odle-
glos¢ miedzy domem Marcina a jeziorem, jezeli trasa, ktora przebywa pieszo, jest o 8 km
krétsza, niz trasa, ktéra przebywa autobusem. Zapisz obliczenia.

ROZWIAZANIE: 1 drogi
pieszo
dom jezioro
. AN J
Marcina Y
5 .
2 drogi
autobus
ANALIZA:

x - odlegtos¢ w kilometrach pomiedzy domem Marcina a jeziorem

3 .
Zx - czg$¢ drogi przebyta autobusem

1 o . .
Zx - czg$¢ drogi przebyta pieszo

8 km - rdznica pomiedzy odlegtoécia przebyta autobusem a odlegtoécia przebyta pieszo

3 1
—x—-—x=8 /-4
4 4 /
4x —x =32

2x =32

x =16[km]
SPRAWDZENIE:

3 16=3-4=12[kn]
4
1
L 16=1-4=4[km]

12 km — 4 km = 8 km

Uktadamy réwnanie:

Odlegtos$¢ migdzy domem Marcina a jeziorem:

Czes¢ drogi przebyta autobusem:

Czeé¢ drogi przebyta pieszo:

Sprawdzamy, czy droga przebyta autobusem jest
o 8 km dtuzsza od drogi przebytej pieszo:

Oprowiepz: Odleglo$¢ miedzy domem Marcina a jeziorem wynosi 16 km.
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ZADANIE 3 (MAJ 2002)

Przed przystapieniem do budowy latawca Janek rysuje jego model. Model ten przedstawiono
na rysunku w skali 1: 10. Oblicz pole powierzchni latawca zbudowanego przez Janka, wie-
dzac, ze dlugosci odcinkéw AC i BD réwne sa odpowiednio 4 cm i 2 cm, oraz AC 1. BD
i § - srodek BD. Zapisz obliczenia.

C
DANE: SZUKANE:
‘AC‘ —4cm P - pole deltoidu (latawca)
1
‘BD‘chm P:Epw[ D
AC 1 BD », q - przekatne deltoidu
S - $rodek BD
Skala - 1:10
A B
RoOZWIAZANIE:

|AC|=4-10 =40cm
|BD|=2-10=20cm

Wymiary w rzeczywisto$ci:

Wyznaczamy rzeczywiste wymiary latawca.
Skala 1 : 10 informuje nas o tym, ze 1 cm na
mapie odpowiada 10 cm w rzeczywistosci.

pP= 1 Pq Obliczamy pole powierzchni latawca:
2
1
P =—|4c|-|BD|
2
1
P=—-40-20=20-20 Zauwaz, ze odcinki AC 1 BD sa przekatnymi delto-
2 idu (latawca), gdyz przecinaja si¢ pod katem pro-
P =400[cm’] stym AC L BD.

OprowieDz: Pole powierzchni latawca wykonanego przez Janka wynosi 400 cm?

ZADANIE 4 (MAJ 2002)

Na zabawe karnawalowa Beata wykonala kartonowe czapeczki w ksztalcie bryl narysowanych
ponizej:

30 cm
wysoko§¢
$ciany bocznej

10 cm

dtugo$¢ krawedzi podstawy
w ksztalcie sze$ciokata foremnego dtugos¢ érednicy 20 cm

Ile papieru zuzyla na kazda z czapeczek? Na ktora czapeczke zuzyla wiecej papieru? Zapisz
obliczenia.
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